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最佳零相关区序列集构造法 
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摘  要：基于完备序列和正交序列集，研究了零相关区序列集的构造方法。借助有限域上构造方法的思想，实现

了最佳零相关区序列集的构造，且通过改变集合O 和集合 R ，生成多个移位不等价零相关区序列集，扩展了序列

集的数量。所提构造方法在满足
Zp
N

= 或 n Zp
N

= 的条件下，其中 p 为素数，零相关区长度可以灵活选择，以满

足不同系统对信道时延的要求。 
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Construction of optimal zero correlation zone sequence set 
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Abstract: The construction of zero correlation zone (ZCZ) sequence set was researched based on perfect sequences and 
orthogonal sequence set. With the method of constructing on finite field, the optimal zero correlation zone sequence sets 
were constructed, by changing the set O and R , multiple shift distinct ZCZ sequence sets could be obtained and the 

number of sets could be expended. Through the constructions, the length of ZCZ can be chosen flexibly to meet the re-

quirements of different systems for channel delay under the condition of Zp
N

=  or n Zp
N

= , where p is a prime. 
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1  引言 

在 准 同 步 码 分 多 址 （ QS-CDMA, quasi- 
synchronous code division multiple access）通信系

统中，为了更好地进行通信，消除用户之间的多址

干扰和用户自身信号的时延信号所带来的多径干

扰[1]，要将用户信号之间的同步误差控制在一定范

围内。零相关区（ZCZ, zero correlation zone）序列

是一类在零时延附近的一定区域内满足异相自相

关函数和互相关函数同时为零的序列，若设计的

ZCZ 序列集的零相关区长度大于信道的最大时延，

则可以利用自身理想的自相关特性消除通信系统

的多径干扰，利用自身理想的互相关特性消除用户

之间的多址干扰。因此，ZCZ 序列被广泛应用于

QS-CDMA 通信系统。同时，恒模 ZCZ 序列集（如

四元 ZCZ 序列集）可以应用于多输入多输出正交频

分复用（ MIMO-OFDM, multiple-input multiple- 
output orthogonal frequency division multiplexing）系
统的信道估计中。将 ZCZ 序列设定为导频序列，保

证 ZCZ 序列集零相关区长度 Z 大于或等于循环前

缀，采用时域信道估计方法，将接收到的导频符号

与局部移位的 ZCZ 序列通过相关器进行计算，得到
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对应信道的脉冲响应，由于 ZCZ 序列集在相关区内

具有良好的自相关和互相关特性，可以使信道估计

的归一化均方误差仅取决于接收的信噪比，从而有

效消除小区间干扰产生的信道估计误差[2-3]。 
针对 ZCZ 序列集的设计，Tang 等[4]提出了 ZCZ

序列集的理论界，证明了当序列长度一定时序列数

量和零相关区长度存在制约关系，希望构造灵活选

择参数的 ZCZ 序列集以满足不同系统的要求。目

前，学者们提出了多种 ZCZ 序列集的构造方法。文

献[5]基于 Reed-Muller 码，利用布尔函数构造了

ZCZ 序列集，但零相关区长度被限制为 2n 。文献[6]
提出了利用不匹配滤波法构造最佳四元零相关区

序列集的方法，其参数可以灵活选择。基于完备序

列和互补序列集构造 ZCZ 序列集的研究更加广泛。

基于互补序列集，文献[7-9]构造了一类 ZCZ 序列

集，但其参数不能达到理论界限。基于 Pu 矩阵，

文献[10]提出了几乎最佳 ZCZ 序列集的构造方法，

在不需要构造互补序列集的前提下，直接推导出 Pu
矩阵与 ZCZ 序列集之间的关系。文献[11]基于完备

序列和酉矩阵构造了一类多相零相关区序列集，但

序列集的参数接近理论值，不能达到最优。基于三

元完备序列和 Hadamard 矩阵，文献[12]提出了一类

参数达到理论界限的三元 ZCZ 序列集构造方法。文

献[13]基于完备序列和移位序列，利用正交矩阵，

利用交织法构造了一类 p 相 ZCZ 序列集，参数不

能达到理论界限，并且零相关区长度受基序列限

制。此外，文献[14-17]基于完备序列和移位序列，

利用交织法，提出了 ZCZ 序列集的构造方法。现

有学者将组合设计应用于序列设计中，利用有限

域特性提出扩频序列集的构造方法。文献[18]基
于正交矩阵，提出了零相关区非周期互补序列集

的构造方法。基于正交矩阵，文献[19]利用有限

域方法构造了相互正交互补序列集，并以此为基

础，通过级联法完成了二元多子集 ZCZ 序列集的

构造。本文借助有限域上构造方法的思想，提出

了多个移位不等价 ZCZ 序列集的构造方法。 
本文以完备序列和正交序列集作为基序列，给

出一类 ZCZ 序列集的构造法；得到的 ZCZ 序列集

参数达到理论界限，在满足
Zp
N

= 或
n Zp

N
= 的同

时，序列集的零相关区长度可以灵活选择；设置集

合O 和集合 R 的多种取值方法，生成多个移位不等

价零相关区序列集。 

2  基本概念 

定义 1  设 ( )(0), (1), , ( 1)a a a a N= − 和 ( (0),b b=  
(1), , ( 1))b b N − 是 2 个长度为 N 的复数序列，序列

a和序列b的周期互相关函数定义为 

 ( )
1

,
0

( ) ( ) ,0 1
N

a b
t

R a t b t Nτ τ τ
−

∗

=

= + −∑ ≤ ≤  (1) 

其中，∗表示共轭复数，t τ+ 为模 N 运算。当 a b=
时， ( ),a aR τ 为序列 a的自相关函数，记为 ( )aR τ 。 

定义 2  设长度为 N 的序列 ( (0), (1), ,u u u=  
( 1))u N − 的周期自相关函数满足 

 
,  (mod ) 0

( )
0,     (mod ) 0

u
u

E N
R

N
τ

τ
τ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

 (2) 

其中， ( )
1 2

0

N

u
t

E u t
−

=

= ∑ 。若 uE 是一个正数，则称序列

u为完备序列。 
定义 3  设 0 1 1{ , , , }MC c c c −= 为包含 M 个序列

的序列集， ( )(0), (1), (2), , ( 1)m m m m mc c c c c N= − 是

周期为 N 的序列，其中 0 1m M −≤ ≤ 。对于序列

集 C 中 任 意 的 2 个 序 列
1 2
,m mc c ， 当

1 20 , 1m m M −≤ ≤ , 1 2m m≠ 时，序列的相关函数满

足
1 2, (0) 0

m mc cR = ，则称序列集C 为正交序列集。 

定义 4  设 0 1 1{ , , , }MS s s s −= 是 M 个周期为

N 的序列组成的集合，其中 ( (0), (1), ,m m ms s s=  
( 1))ms N − ， 0 1m M −≤ ≤ 。如果序列的周期互相

关函数满足式(3)，则称序列集 S 为零相关区序列

集，其参数表示为ZCZ( , , )N M Z ，N、M、Z 分别表

示序列的长度、序列集中序列的数目、零相关区的

长度。 

 ,

,   , 0
( ) 0,   ,0

0,   ,  
i js s

E i j
R i j Z

i j Z

τ
τ τ

τ

⎧ = =
⎪

= = < <⎨
⎪ ≠ <⎩

  (3) 

其中， 0 , 1i j M −≤ ≤ ， ( )
1 2

0

N

m
t

E s t
−

=

= ∑ 。 

定义 5  设序列 ( )(0), (1), , ( 1)x x x x N= − 和序

列 ( )(0), (1), , ( 1)y y y y N= − 是 2 个长度为 N 的复

数序列，当存在一个 τ 值（ 0 1Nτ −≤ ≤ ），使

( ) ( )y t x t τ= + 对所有的 0 1t N −≤ ≤ 均成立，那么

称序列 x和序列 y 移位等价；否则为移位不等价。设

有序列集 X 和序列集Y ，若对于任意的序列 x X∈ 和
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任意的序列 y Y∈ ，均有序列 x和序列 y 移位不等价，

则称序列集 X 和序列集Y 是移位不等价序列集。 
定义 6[4]  设有参数为 ZCZ( , , )N M Z 的零相关

区序列集，根据 ZCZ 的理论界限值可知， 1ZM
N

≤ 。

假 设 0M 是 理 论 上 序 列 数 目 的 最 大 值 ， 则

0
NM
Z

⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦
，其中 ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦表示向下取整。如果序列集的

数目满足 0M M= ，则称序列集为最佳 ZCZ 序列集。

此时性能参数 1M
N
Z

η = =
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

。如果 0 1M M= − 或

0 2M M= − ，则称序列集为几乎最佳 ZCZ 序列集。  

3  构造方法 

本节基于完备序列和正交序列集，分别利用有

限域GF( )p 和GF( )np ，给出最佳 ZCZ 序列集的构

造方法。 
3.1  构造法 1 

步骤 1  设 ( )(0), (1), , ( 1)u u u u N= − 为完备序

列，周期为 N 。正交序列集
00 1 1{ , , , }NC c c c −= ，含

有 0N 个序列，其中每个序列的长度为 0N ，即

( )0(0), (1), , ( 1)i i i ic c c c N= − ， 00 1i N −≤ ≤ ， 0N 为

正整数且 0 2N ≥ 。正整数 Z 、 1N 和一个素数 p 满

足 |Z N ，
Np
Z

= ， 0 1N N Z= ，其中 0 1Z p< −≤ ，

11 N p< ≤ 。 
步骤 2  设GF( ) {0,1,2, , 1}p p= − 为一个有限

域，GF( )p ∗表示有限域GF( )p 中的所有非零元素的

集合， *GF( ) {1,2,3, , 1}p p= − 。集合 { |i iO o o= ∈  
*GF( ) ,0 1}p i Z −≤ ≤ ， 集 合 { | GF( ),i iR r r p= ∈  

10 1}i N −≤ ≤ 。 

步骤 3  利用完备序列u和正交序列集C ，构

造包含Q个序列的序列集 0 1 1{ , , , }QM m m m −= ，每

个序列 ( )0(0), (1), , ( ), , ( 1)q q q q qm m m m n m NN= − 的

长度为 0NN 。其中， 0 1Q pN pN Z= = ， 0q kN v= + ，

( ) 0GF ,0 1k p v N∈ −≤ ≤ ，具体构造方法为 

 ( ) ( )0
0

mod modq v
nm n u N c n N

N
ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

， 

 00 1n NN −≤ ≤  (4) 

其中， ( ) ( ) 0mod modmod n Z n N
Z

n Z p k o rξ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= + ⊕ ，⊕为有

限域GF( )p 上的加法形式。 

定理 1  由构造法1构造得到的序列集M 是一个

参数为 0ZCZ( , , )NN Q Z 的ZCZ 序列集，其中Q=pN1Z。 
证明   定义 2 个正整数 1 0 0n n N n= + ，

1 0 0Nτ τ τ= + ， 其 中 0 0 00 , 1n Nτ −≤ ≤ ， 10 ,n≤  

1 1Nτ −≤ 。设任意 2 个序列
0 1
,q qm m M∈ ，其中，

0 0 0 0 1 1 0 1,q k N v q k N v= + = + ，计算其周期相关函数为 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )

0

0 10 1

0

0 1
0 1

0

0 1
0

1

, 0
0

1 1
'

0 0 0 1 1
0 0

'
0 1 1

1
' '

0 0 0 , 1 0 1
0

mod =

mod

mod  =

q q

NN

m m q q
n

N N

v v
n n

N

v v u u
n

R m n m n NN

c n c n u n N u

n N

c n c n R

τ τ

τ ξ

ξ τ

τ ξ ξ τ

−
∗

=

− −
∗ ∗

= =

−
∗

=

= +

+ + ⋅

+ +

+ − +

∑

∑ ∑

∑

  

其中， 
 ( ) ( )0 0

'
0 0 0 modmod n Z n

Z

n Z p k o rξ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= + ⊕  

 ( )( ) ( )( ) 0 00 0

'
1 0 0 1 modmod nn Z

Z

n Z p k o r ττξ τ ++ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= + + ⊕  

分以下 4 种情况进行讨论。 
情况 1  当 0 1 0 1,k k v v= = 且 0 Zτ< < 时，有

1 00,0 Zτ τ= < < ，进而可得 ' '
0 1 0 1,q q ξ ξ= ≠ 。根据完

备序列 u 的性质，有 ( )' '
, 1 0 1 0u uR ξ ξ τ− + = ，则

( )
0 1

, 0
q qm mR τ = 。 

情 况 2  当 0 1 0 1,k k v v= ≠ 且 0τ = 时 ， 有

1 0 0τ τ= = ，进而可得 ' '
0 1 0 1,q q ξ ξ≠ = 。根据正交序

列集C 的性质，有 ( )
0 1

, 0 0
v vc cR = ，则 ( )

0 1
, 0

q qm mR τ = 。 

情况 3  当 0 1 0 1,k k v v= ≠ 且 0 Zτ< < 时，有

1 00,0 Zτ τ= < < ， 可 得 ' '
0 1 0 1,q q ξ ξ≠ ≠ ， 则

( )' '
, 1 0 1 0u uR ξ ξ τ− + = ，即 ( )

0 1
, 0

q qm mR τ = 。 

情 况 4  当 0 1k k≠ 且 Zτ < 时 ， 有

1 00,0 Zτ τ= < < ， 可 得 ' '
0 1 0 1,q q ξ ξ≠ ≠ ， 则

( )
0 1

, 0
q qm mR τ = 。 

综合以上 4 种情况可知，序列集M 是一个参数

为 0ZCZ( , , )NN Q Z 的 ZCZ 序列集。证毕。 

定理 2  序列集M 参数达到理论界限，是一个

最佳 ZCZ 序列集。 
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证明   定理 1 构造的序列集 M 参数为

0ZCZ( , , )NN Q Z ，其中 1Q pN Z= 。根据 ZCZ 序列

集理论界限，设 0M 为 ZCZ 序列集中序列数目的理

论上界。 

 0 1
0 1

NN pZN ZM pN Z Q
Z Z

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

可知，序列集中序列数目达到了理论上界，是

一个最佳 ZCZ 序列集。证毕。 
推论1  在构造法1中，可以灵活选择集合O 和

集 合 R 中 的 元 素 ， 集 合 *{ GF( ) ,l l l
i iO o o p= ⏐ ∈  

0 1}i Z −≤ ≤ ( )0 1l L−≤ ≤ 和 集 合 {d d d
i iR r r= ⎮ ∈ 

1GF( ),0 1}p i N −≤ ≤ ( )0 1d D −≤ ≤ 均满足条件，

其中 1CZ
pL −= , 1CN

pD = ，Cb
a 表示排列组合运算。设

集合 1lO 、 1dR 和集合 2lO 、 2dR 1 2(0 , 1,0l l L −≤ ≤ ≤  

1 2, 1)d d D −≤ 为其中任意 2 组集合，构造的零相关

区序列集分别为 1sM 和 2sM ，若 1 2l l≠ 或 1 2d d≠ ，则

序列集 1sM 和序列集 2sM 移位不等价。构造法 1 构

造的移位不等价序列集的数量 S LD= 。 
证 明   设 任 意 的 2 个 零 相 关 区 序 列

1 2

1 2
,s s

q qm M m M∈ ∈ ， 1 20 , 1s s S −≤ ≤ ，若要证明

序列集 1sM 和序列集 2sM 移位不等价，只需证明分

别来自不同的序列集 1sM 和 2sM 中任意 2 个零相关

区序列移位不等价，即证明不存在τ 值，其中0 =τ≤  

1 0 0 0+ 1N NNτ τ −≤ , 1 00 1, 0Nτ τ−≤ ≤ ≤ ≤ 0 1N − ，

使 ( )
1 2,q qm m u cR E Eτ = 成立。计算序列

1qm 与序列
2qm

之间的相关函数为 

 
( ) ( ) ( )

( )( )

0

1 21 2
0

1

, 0 0 0
0

' '
, 2 1 1

=

mod

q q

N

m m v v
n

u u

R c n c n

R N

τ τ

ξ ξ τ

−
∗

=

+ ⋅

− +

∑
 (5) 

其中， 
 ( ) ( )

1 1

0 0

'
1 0 1 modmod

n

Z

l d
n Zn Z p k o rξ

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= + ⊕  

 ( )( )
( )( )
2

mod0 0

'
2 0 0 2mod

n Z

ln Z p k o
τ

ξ τ
+

= + + ⊕ 2

0 0

d
n

Z

r τ+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

对于正交序列集C ，可知式(6)成立。 

 ( ) ( )
0

1 2

0

1

0 0 0
0

N

v v c
n

c n c n Eτ
−

∗

=

+∑ ≤  (6) 

由此，只需证明 ( )' '
, 2 1 1( ) modu u uR N Eξ ξ τ− + <

成立，则可证明 2 个序列移位不等价。 

假设在 00 1NNτ −≤ ≤ 时，存在一个τ 值，使

等 式 ' '
, 2 1 1(( ) mod )u u uR N Eξ ξ τ− + = 成 立 ， 可 得

' '
2 1 1( )mod 0Nξ ξ τ− + = 一 定 成 立 ， 有

' '
2 1 1=aNξ ξ τ− + ，其中 a为正整数。由于 Nξ < ，因

此 ' '
2 1 1 Nξ ξ τ− + < ，可得 =0a 。故等式 ' '

2 1 1=0ξ ξ τ− +

成立。下面分 2 种情况进行讨论。 
情 况 1  当 00 Nτ <≤ ， 即 1=0τ 时 ， 有

' '
2 1 0ξ ξ− = 恒成立。由于集合 1lO 、 1dR 和集合 2lO 、

2dR 中的元素取值不同，当 0 00 1n N −≤ ≤ 时，总

会存在 0n 值使 ' '
2 1ξ ξ≠ ，矛盾。 

情况 2  当 0 0 1N NNτ −≤ ≤ ，即 1 0τ ≠ 时。由

于集合内的元素可取集合 1lO 、 1dR 和集合 2lO 、 2dR
中任意数值，可得存在 0n 值使等式 ' '

2 1ξ ξ= 成立，即
' '
2 1 1 0ξ ξ τ− + ≠ ，矛盾。 

综 上 所 述 ， 不 存 在 00 1NNτ −≤ ≤ ， 使

( )( )' '
, 2 1 1 modu u uR N Eξ ξ τ− + = 恒成立。即不存在τ

值，使 ( )
1 2,q qm m u cR E Eτ = 成立。因此，推论 1 中序列

集移位不等价得证。 
根据等式 ( ) ( ) 0mod modmod n Z n N

Z

n Z p k o rξ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= + ⊕

可知，影响序列集数量的因素为集合O 和集合 R 中

元 素 io 和 ir 的 取 值 方 法 。 集 合 { |i iO o o= ∈  
*GF( ) ,0 1}p i Z −≤ ≤ ， 集 合 { | GF( ),i iR r r p= ∈  

10 1}i N −≤ ≤ ，显然，移位不等价序列集的数量

1
1C C =NZ

p pS LD−= 。证毕。 

例 1  取长度为 6 的完备高斯整数序列

(1 5j,7 7 j,11 15j,7 7 j, 5 17 j,7 7 j)u = + − − − − + − ，假

设 0 4N = ，选取正交序列集 0 1 2 3{ , , , }C c c c c= ，

0 1 2(0000), (0123), (0202)c c c= = = , 3 (0321)c = ，其

中 0,1,2,3分别表示1, j, 1, j− − 。设 2Z = , 3p = ，有限

域GF(3) {0,1,2}= 。选择集合 0 1{ , } {1,2}O o o= = 和集

合 0 1{ , } {0,2}R r r= = , 1 2N = 。根据构造法 1 可以得

到 参 数 为 ZCZ(24,12,2) 的 零 相 关 区 序 列 集

0 1 2 11={ , , , , }M m m m m ，每个序列 ( (0), (1),q q qm m m=  

(2), , (23))q qm m 的长度为 24，序列集中部分序列

如下。 

 

0 (1 5j,7 7 j,11 15j, 5 17 j,7 7 j, 5
17 j,7 7 j,7 7 j,11 15j,7 7 j, 5 17 j,1
5j,7 7 j,1 5j,7 7 j,7 7 j, 5 17 j,7
7 j,1 5j,11 15j,7 7 j,11 15j,7 7 j,7 7 j)

m = + − − − + − − +

− − − − − + +
− + − − − + −
+ − − − − −
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1

2

(1 5j,7 7 j, 11 15j,17 5j,7 7 j, 17
5j, 7 7 j, 7 7 j,11 15j,7 7 j,5 17 j,5 j,7
7 j, 5 j, 7 7 j, 7 7 j, 5 17 j,7 7 j, 1
5j, 15 11j,7 7 j,15 11j, 7 7 j, 7 7 j)

(1 5j, 7 7 j,11 15j,5 17 j,7 7 j,5
17 j,7 7 j, 7 7 j,11 1

m

m

= + + − + + − − −
− + − − − + − − −
− + − + − − − + + − −
− − − + − + − −
= + − + − − − −
− − + − 5j, 7 7 j, 5 17 j, 1

5j,7 7 j, 1 5j,7 7 j, 7 7 j, 5 17 j, 7
7 j,1 5j, 11 15j,7 7 j, 11 15j,7 7 j, 7 7 j)

− + − + − −
− − − − − + − + − +
+ − + − − + − − +

 

由例 1 可得，序列集M 是参数为ZCZ(24,12,2)

的零相关区序列集，根据序列集数目的理论界限值

0
24 12
2

NM
Z

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
可知，序列集M 是最佳 ZCZ

序列集。 
此外，构造法 1 构造的移位不等价序列集的数

量 3S LD= = ，其中， 2 2
2 3C 1, C 3L D= = = = 。若

0 1 0 1{ , } {1,2}, { , } {0,1}O o o R r r= = = = 或 0 1{ , }O o o= =  

0 1{1,2}, { , } {1,2}R r r= = ，可以构造ZCZ序列集 1M 和
2M 。则序列集 1 2,M M 是移位不等价的 ZCZ 序列

集。ZCZ 序列集 1 2,M M 中的部分序列如下。 

1
0

1
1

(1 5j,7 7j,7 7j,7 7j,7 7j, 5 17j,
11 15j,1 5j,11 15j,7 7j,7 7j,7 7j,7
7j,1 5j, 5 17j,11 15j, 5 17j,7 7j,7
7, j,7 7j,7 7j,11 15j,1 5j, 5 17j)

(1 5j,7 7j, 7 7j, 7 7j,7 7j, 17
5j, 11 15j,5 j,11 15j,

m

m

= + − − − − − +

− + − − − − −
+ − + − − + − −
− − − + − +

= + + − + − − − − −
− + − −

1
2

7 7j, 7 7j, 7
7j,7 7j, 5 j,5 17j, 15 11j, 5 17j,7
7j, 7 7j, 7 7j,7 7j,15 11j, 1 5j,17 5j)

(1 5j, 7 7j,7 7j, 7 7j,7 7j,5 17j,
11 15j, 1 5j,11 15j, 7 7j,7 7j, 7 7j,7
7j, 1 5j, 5 17j, 11 15j, 5 17j, 7

m

+ − + − −
− − + − − − − + +

− + − − − + − − +

= + − + − − + − −
− − − − − + − − + −
− − − + − + − + − +

2
0

2
1

7 j,7
7j, 7 7j,7 7j, 11 15j,1 5j,5 17j)

(7 7j,7 7j,11 15j, 5 17j,11 15j,1
5j,7 7j,7 7j,7 7j,7 7j, 5 17j,1 5j, 5
17j,11 15j,7 7j,7 7j,7 7j,7 7j,1 5j,11
15j,1 5j, 5 17j,7 7j,7 7j)

(7 7j,7 7j,11 15j

m

m

−
− + − − + + −

= − − − − + − +

− − − − − + + − +
− − − − − + −
+ − + − −

= − + −

2
2

,17 5j,11 15j, 5
j, 7 7j, 7 7j,7 7j,7 7j,5 17j,5 j, 5
17j,15 11j, 7 7j, 7 7j,7 7j,7 7j, 1 5j,

15 11j,1 5j, 17 5j, 7 7j, 7 7j)
(7 7j, 7 7j,11 15j,5 17j,11 15j, 1 5j,m

+ − − +
− + − − − + − − − +

+ − + − − − + − −
− − + − − − + − −

= − − + − − − − −

 

7 7 j, 7 7 j,7 7 j, 7 7 j, 5 17 j, 1 5 j, 5
17 j, 11 15j,7 7 j, 7 7 j,7 7 j, 7 7 j,1 5j,

11 15j,1 5j,5 17 j,7 7 j, 7 7 j)

− − + − − + − + − − − +
− + − − + − − + +

− + + − − − +
 

可以验证，以上 2 个序列集
1 2,M M 是参数为

ZCZ(24,12,2)的移位不等价 ZCZ 序列集。 
3.2  构造法 2 

步骤 1  设 ( )(0), (1), , ( 1)u u u u N= − 为完备序

列，周期为 N 。正交序列集
00 1 1{ , , , }NC c c c −= 含有

0N 个序列，其中每个序列的长度为 0N ，即

( )0(0), (1), , ( 1)i i i ic c c c N= − ， 00 1i N −≤ ≤ ， 0N 为

正整数且 0 2N ≥ 。设正整数 1Z N n、 、 和一个素数

p 满足 |Z N ，
n Np

Z
= ， 0 1N N Z= 。其中 0 Z< <  

1np − ， 11 nN p< ≤ 。 
步骤 2  选择一个本原多项式 ( )f x 和本原元

α ，使 ( ) 0f α = 。 2 2GF( ) {0,1, , , , }
nn pp α α α −= 为

一个有限域，GF( )np ∗ 表示有限域GF( )np 中的所有

非零元素的集合， 2 2GF( ) {1, , , , }
nn pp α α α∗ −= 。集

合 *{ GF( ) ,0 1}n
i iO o o p i Z= | ∈ −≤ ≤ ， 集 合

1{ | GF( ),0 1}n
i iR r r p i N= ∈ −≤ ≤ 。 

步骤 3  利用完备序列u和正交序列集C ，构

造包含Q个序列的序列集 { }0 1 1, , , QM m m m −= ，每

个序列 ( )0(0), (1), , ( ), , ( 1)q q q q qm m m m n m NN= −

的 长 度 为 0NN 。 其 中 ， 0 1
n nQ p N p N Z= = ，

0q kN v= + ， 0GF( ),0 1nk p v N∈ −≤ ≤ ，具体构造

方法如下。 

 ( ) ( )0
0

mod modq v
nm n u N c n N

N
ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

 00 1n NN −≤ ≤  (7) 

其中， ( mod ) nn Z pξ ς= + ， ( ) 0mod modn Z n N
Z

k o rς ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ⊕

为有限域GF( )np 的十进制表示形式，⊕ 为有限域

GF( )np 上的加法形式。 

定理 3  由构造法 2 构造所得的序列集M 是一

个参数为 0ZCZ( , , )NN Q Z 的 ZCZ 序列集，其中

Q=pnN1Z。 
定理 3 的证明过程与定理 1 的类似，此处省略。 
定理 4  序列集M 参数达到理论界限，是一个

最佳 ZCZ 序列集。 
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证明   定理 3 所构造的序列集 M 参数为

0ZCZ( , , )NN Q Z ，其中 1
nQ p N Z= 。根据 ZCZ 序列

集理论界限，设 0M 为 ZCZ 序列集中序列数目的理

论上界，则有 

 0 1
0 1

n
nNN p ZN ZM p N Z Q

Z Z
⎢ ⎥⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

可得，序列集中序列数目达到了理论上界，是

一个最佳 ZCZ 序列集。证毕。 
推论 2  在构造法 2 中，与推论 1 类似，元素 io

和 ir 可以灵活选择集合O 和集合 R 中的数值。因此

可得，构造法 2 可以构造多个移位不等价 ZCZ 序列

集，移位不等价序列集的数量 S LD= ，其中，
1

1
C , Cn n

NZ
p p

L D
−

= = 。 

推论 2 的证明过程与推论 1 的类似，此处省略。 
例 2  基于完备序列 (0000012302020321)u = ，

周期 16P = 。选取正交序列集 0 1 2 3{ , , , }C c c c c= ，

0 1 2 3(0000), (0123), (0202), (0321)c c c c= = = = ，其中

0,1,2,3分别表示1, j, 1, j− − 。设 2Z = , 2, 3p n= = ，

基 于 有 限 域 3GF(2 ) ， 选 择 本 原 多 项 式
3( ) 1f x x x= + + ，在有限域 3GF(2 ) 中选择合适的本

原元 α ，使 ( ) 0f α = 。设 3
0 1{ , } { , }O o o α α= = ，

3 6
0 1{ , } { , }R r r α α= = ， 1 2N = 。有限域 3GF(2 ) 中

2 3 4 5 6{0,1, , , , , , }α α α α α α 分 别 代 表 十 进 制 中

{0,4,2,1,6,3,7,5} 。根据构造法 2 可得参数为

ZCZ(64,32,2) 的 零 相 关 区 序 列 集

0 1 2 31={ , , , , }M m m m m ， 每 个 序 列 (0),q qm m=（  

(1), (2), , (63)q q qm m m ）的长度为 64，部分序列

如下。 

0

1

2

(0320021011222030300300222001002021000
230332020101201000202030000)

(0021033312012113312201012120010322230
313300321331320012103220123)

(0100001213202230320102202203022223020
032312222121003020000

m

m

m

=

=

=

3

4

5

010202)
(0223013110032311332003032322030120210

111320123311122032301200321)
(3203000222010000230002103120203010010

022000300200120023013222010)
(3322012123200123202303333203211311200

10101220103022

m

m

m

=

=

=

1031310012133)

 

由例 2 可得，序列集M 是参数为ZCZ(64,32,2)

的零相关区序列集，根据序列集数目的理论界限值

0
64 32
2

NM
Z

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
可知，序列集M 是最佳 ZCZ

序列集。 
通过改变集合O 和集合 R 中的元素 io 和 ir ，根

据构造法 2 可以构造多个移位不等价 ZCZ 序列集，

计算得到移位不等价序列集的数量 588S LD= = ，

其中 2 2
7 8C 21, =C 28L D= = = 。本文以 2 个 ZCZ 序列

集的构造为例，说明序列集间的移位不等价性。基

于集合 3
0 1{ , } { , }O o o α α= = ， 6

0 1{ , } { , }R r r α α= = 可

以 构 造 ZCZ 序 列 集 1M ， 基 于 集 合 O =  
3

0 1{ , } { , }o o α α= ， 5
0 1{ , } { , }R r r α α= = 可以构造 ZCZ

序列集
2M 。则序列集

1M 和
2M 是移位不等价

ZCZ 序列集。ZCZ 序列集
1M 和

2M 部分序列如下。 
1
0

1
1

1
2

(0202100022033002031122200130200000203
000202110020133022003120000)

(0321112323223121003023030213212301033
123210011210212030300310123)

(0000120220013200011320220332220202223
202222312000331002

m

m

m

=

=

=

1
3

2
0

2
1

201100202)
(0123132121203323023221010011232103013

321230213230010010102330321)
(0210002203300203112220013020000020300

020211002013302200312000002)
(0333010100130322120121203103012321130

10322330

m

m

m

=

=

=

2
2

2
3

3203021212213230121)
(0012022001320001132022033222020222320

222231200033103220110020200)
(0131030302110120100323223301032123110

301203101223223232011210323)

m

m

=

=

 

由此可以验证，上述序列集
1M 和

2M 是参数

为 ZCZ(64,32,2)的移位不等价 ZCZ 序列集。 

4  构造方法比较 

表 1 对现有文献中 ZCZ 序列集构造方法和本文

方法进行了比较。文献[5]基于 Reed-Muller 码，利用

布尔函数构造最佳二元 ZCZ 序列集，零相关区长度

限制为 2n ，不可灵活选择。文献[6]基于不匹配二元

序列，利用不匹配滤波法构造了四元 ZCZ 序列集，

其零相关区长度可以灵活选择。但序列个数与序列
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长度之间互相限制。文献[10]构造了几乎最佳 ZCZ
序列对，其参数需要满足 |P M 成立。文献[13]基于

完备序列和正交矩阵，利用交织技术构造了一类 p
相 ZCZ 序列集。零相关区长度受基序列限制，为确

定值 1n − 或者 2n − 。文献[14]基于完备序列和移位

序列，利用交织法构造了 ZCZ 序列集，其序列集

长度只能为偶数长度。文献[20]以 ZNZ 序列集和

完备高斯整数序列为基序列构造高斯整数ZCZ序

列集，序列长度是初始 ZCZ 序列长度的整数倍，

参数受初始序列集参数限制，若选取的初始 ZCZ
序列集参数可以达到理论界限，构造的高斯整数

ZCZ 序列集也可以达到理论界限。本文构造法 1
和构造法 2 中所构造的 ZCZ 序列集，参数可以达

到理论界限，且在满足
Zp
N

= 或
n Zp

N
= 的条件下

零相关区长度可以灵活选择。同时，通过改变集

合O 和集合 R ，可以得到多个移位不等价 ZCZ 序

列集。 
本文以完备序列和正交序列集为基序列构造

ZCZ 序列集，在实际应用中，为了满足通信系统的不

同需求，可以选择不同类型的基序列来构造不同形式

的 ZCZ 序列集。在满足参数 ,0 1Np Z p
Z

= < −≤ 或

,0 1n nNp Z p
Z

= < < − 的条件下，如选择长度为 N

的多相完备序列和 0N 阶 Hadamard 矩阵作为基序

列，可以构造出多相 ZCZ 序列集；选择完备高斯整

数序列和多电平正交矩阵为基序列，可以构造出高

斯整数 ZCZ 序列集。 

5  结束语 

本文基于完备序列和正交序列集，提出了一类

最佳零相关区序列集的构造方法。所得序列集为最

佳零相关区序列集，且在满足
Zp
N

= 或
n Zp

N
= 的

条件下零相关区长度可以灵活选择。通过改变参数

集合O 和集合 R ，可以生成多个具有相同参数的移

位不等价零相关区序列集，为 QS-CDMA 通信系统

提供更多扩频序列。 
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